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Bestimmung tier Gestalt geliister Makromolekiile aus Riintgen-Kleinwinkeldiagrammen 
mit Hilfe yon Gleiehungssystemen 

VON G. DAMASCHUN, H.-V.  PORSCHEL UND G. SOMMER 

Friedrieh-Schiller-Universitiit Jena, Sektion Physik, Jena, Max-Wien-'Platz 1, Deutschland (DDR) 

(Eingegangen am 22. November 1968 und wiedereingereicht am 13. Mgirz 1969) 

From the small-angle X-ray scattering diagrams of monodisperse dilute solutions of protein molecules 
or virus particles the moments of the intersect distribution function can be determined. With the aid of 
a set of equations it is possible to determine the shape of the particles. 

Einleitung 

Aus R0ntgen-Kleinwinkeldiagrammen kann man die 
Oberschusselektronenzahl gegenfiber dem L6sungs- 
mittel und die Gestalt yon gelOsten Partikeln, z.B. yon 
Proteinmolektilen und Viren, bestimmen. Die Be- 
stimmung der Konformation erfolgt bei der Unter- 
suchung yon monodispersen verdiinnten Systemen 
durch Vergleich der gemessenen Streukurve mit be- 
rechneten Streukurven von Modellpartikeln (siehe 
Guinier & Fournet, 1955; Malmon, 1957). 

Aus der yon interpartikuliiren Interferenzen be- 
freiten und normierten Streukurve i(h), 

i ~o dhi(h) h2 = 27~2, h = 4z~2 -1 sin 0 ,  
0 

erhNt man durch Integraltransformation die r/iumlich 
gemittelte Autokorrelationsfunktion C(r) der l~ber- 
schusselektronendichte einer Partikel (siehe Guinier & 
Fournet, 1955): 

f 
o o  

C(r) = (2~zZr) -1 dhi(h)h sin (hr). 
0 

Haben die Partikel im Innern eine konstante 1Dber- 
schusselektronendichte, so ist C(r) durch den Quo- 
tienten des r/iumlich gemittelten Faltungsquadrates der 
Ewaldschen Gestaltsfunktion s(r5 der Partikel und 
ihres Volumens v gegeben (Hosemann & Bagchi, 1962): 

C(r5 = 
(s(r),s(rS)~ 

Aus C(r) kann man nach M6ring & Tchoubar-Vallat 
(1965) und nach Mittelbach & Porod (1965) die Funk- 
tion 

A(I)= _ [ dzC(rS/dr2 ] 
• dC(O)/dr , r = l  

berechnen. Bei konvexen Partikeln mit konstanter 
Elektronendichte im Innern kann A(l) als Verteilungs- 
dichte der Sehnen interpretiert werden. 

Die Momente  Cn und An 

Die aus ROntgen-Kleinwinkelstreukurven bestimm- 
baren Parameter der Konformation der untersuchten 
Objekte werden durch die Funktionen C(r) und A(I) 
beschrieben, insbesondere auch durch deren Momente 

Cn= drrnC(r), (55 
0 S' 

A n =  d l lnA( lS  . (6) 
0 

Nach Damaschun & Ptirschel (1968)bestehen zwischen 
den Cn und An die Beziehungen 

(1) Cn=(n+ 1)-l(n+2)-lA-|An+2, (7) 
A,= lira-[dC(r)/dr]-*.  (8) 

r ----> 0 

Die Momente Cn und An bestimmen u.a. die yon 
Porod (1951) eingefiihrten charakteristischen Kenn- 
zahlen disperser Systeme (Damaschun & Piirschel, 
19695. 

Die Momente An exp, und damit nach den Glei- 
(2) chungen (7) und (8) auch die Momente Cn exv, kt~nnen 

aus der experimentell erhaltenen Streukurve I(h) mittels 
folgender Beziehungen berechnet werden: 

S 4 dhhZi(h) ' (9) A t = - ) ~  0 

4So A2 = -~ dhhI(h) , (10) 

(3) 
24 dhI(h), (115 A3 = -~k 0 

24 I(0),  (12) 
A 4 =  T 

[ ' ' ] I ?  320 lim dhI(h) (13) 
(4) A s = - T k -  h-,O d(h 2) ' 

d[lnI(h)] 360 I(0) l i ra  (14) 
A 6 - -  )~ h--~ d(h2)  ' 

L =  lim ]/An. (15) 
n----l,<~ 
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Es gelten folgende Abkfirzungen 

k = lim [h4I(h)], (16) 
h--.oo 

J(h) = 2 dtl[(h 2 + t 2)m]. (17) 
0 

Gleichungen (9)-(12) wurden durch partielle Integra- 
tion von Gleichung (2) und der entsprechenden Invers- 
transformation unter Benutzung der Gleichungen (7) 
und (8) erhalten. Gleichung (14) entspricht der Gui- 
nierschen N~iherung in der R6ntgen-Kleinwinkel- 
streuung (siehe Hosemann & Bagchi, 1962); Gleichung 
(13) ist nach Damaschun & Piirschel (1969) eine ent- 
sprechende Ngherung ftir spaltverschmierte Streu- 
kurven J(h)(17).  Gleichung (16) ist eine NS.herungs- 
beziehung ftir den gegl~itteten Verlauf der Streukurve 
bei grossen Streuwinkeln. Die Giiltigkeit dieser yon 
Debye & Bueche (1949), Debye, Anderson & Brum- 
berger (1957) und von Porod (1951) ftir Zweiphasen- 
systeme beschriebenen Naherung ist von Guinier & 
Fournet (1955), Schmidt (1959), Hosemann & Bagchi 
(1962), Kirste & Porod (1962) diskutiert worden. Lis t  
der gr6sste Durchmesser der untersuchten Partikeln 
der nach Damaschun und Mitarbeitern (Damaschun, 
Kley, Miiller & Ptirschel, 1968; Damaschun, Miiller & 
Pifrschel, 1968) durch die numerische Berechnung der 
Funktionen C(r) und dC(r)/dr aus der Streukurve be- 
stimmt werden kann. 

Die Momentegleiehungen 

Sind fiir verschiedene Modellk6rperklassen mit den 
geometrischen Parametern (R, wl, w2,.., w:) der ihnen 
angeh6renden K/Srper, z.B. ftir alle dreiachsigen 
Ellipsoide mit der Halbachse R und den Elongationen 
wb w2, die Gleichungen 

A~ theor =Ai(R ,  wl, W2,. • • WJ) (18) 

bekannt, wird das bei j <  i iiberbestimmte System der 
Momentegleichungen 

Ai exp=A~ tlaeor(R, wb wz, . . . wj) (19) 

mit den zunS.chst unbekannten Parametern (R, wl, w2, 
. . .  wj) nur dann widerspruchsfreie Ltisungen haben, 
falls die untersuchten Partikeln der Modellk6rper- 
klasse angeh6ren, ffir die die Gleichungen (18) gelten. 

Existieren keine L~Ssungen der Gleichungen (19) 
oder sind die erhaltenen nicht widerspruchsfrei, so 
kann man alle K6rper der K6rperklasse (18) aus- 
schliessen. Existieren dagegen widerspruchsfreie L6- 
sungen, erhNt man dutch die Gleichungen (19) die Ab- 
messungen und die Form der untersuchten Partikeln. 
Andernfalls muss untersucht werden, ob die Glei- 
chungen (19) anderer K6rperklassen widerspruchsfreie 
LOsungen haben. 

Rotationsellipsoide 

Fiir die K6rperklasse der oblaten Rotationsellipsoide 
mit den Halbachsen (R ,R,  wR), w<l ,  lautet das 
Gleichungssystem (18): 

A1=§~w-lVi-w2, 
A2 = 4R2z Arsh( w ~  T -  1), 

A3=32-R3z arcsin ( v ' i -  w2), 

A4 =-S~R4z l/1 - w 2 , 

A s = - ~ R S z [ w V ~ - w Z + a r c s i n  (l/1-wZ)], (lSa) 

A 6 = - 3 - ~ R 6 z  ¢ 1 -- W2(2 + W2), 

L =2R ; 

Z =[W-ICw - -~-  1 + Arsh (V'~5--1)] -1. 

Ftir prolate Rotationsellipsoide mit den Halbachsen 
(R,R,  wR), w> 1, als ModellkiSrper lautet das Glei- 
chungssystem (18): 

A I = §Rpw -1 ]/w ~ -  1,  

A2 = 4RZp arcsin (I/1 -L w-Z), 

A3=-3-~R3p Arsh (v'W 2 - 1 ) ,  

A4 = - ~  R4p ¢ - ~  1,  

As=aC-RSp[wVwZ-i  + A r s h  ( I / ~  z--  1)], (18b) 

A6=-y-R6p V~- 1(2+ w2), 
L = 2 R w  ; 

p =[w -1 I/1-w2+arcsin (1/1-w2)] -1 . 

Ftir den in beiden Gleichungssystemen (18a) und (18b) 
enthaltenen Grenzfall von Kugeln mit dem Radius R 
erh~ilt man fiir die Momente ihrer Sehnenverteilungs- 
dichte: 

AI = 4 R ,  
A 2 = 2 R  a , 
A 3  = ~ - R  3 , 

A 4 = -!~6- R 4 , 

A5 =:~-R 5 , 
A6 = 16R 6 , 
L = lim ] / A n = 2 R .  

n----~oo 

(18c) 

Anwendungsbeispiel 

Die Formbestimmung mittels der L~Ssung der Glei- 
chungen (19)wurde zun~ichst durch die Auswertung von 
berechneten Streukurven yon Modellk/Srpern erprobt. 
Um bei Rotationsellipsoiden die Bestimmung yon R 
und w getrennt voneinander durchffihren zu k~Snnen, 
wurden die Gleichungen (19) durch Potenzieren line- 
arisiert und paarweise durcheinander dividiert. 

Bei der Auswertung der yon Mittelbach & Porod 
(1962) berechneten Streukurve eines prolaten Rota- 
tionsellipsoids mit der Halbachse R=48,5 A und der 

A C 25A - 5* 
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ExzentrizitS.t w--1,8 wurden aus (18b) die Werte R =  
48,31 _~ und w =  1,809 erhalten. Dagegen besitzen die 
Gleichungen (18a) mit  den aus dieser Streukurve be- 
rechneten Werten A~exp keine widerspruchsfreien 
Ltisungen. Die Untersuchung weiterer Streukurven 
brachte ~.hnliche Ergebnisse. 

Durch  das beschriebene Verfahren kann bei der 
Formbes t immung von Molekiilen oder Molektilaggre- 
gaten der langwierige Vergleich der gemessenen Streu- 
kurve mit  einer Vielzahl yon berechneten Streukurven 
zunS.chst umgangen werden und braucht nur noch ge- 
zielt zur Kontrolle des Ergebnisses eingesetzt werden. 

Herrn Professor Dr  R .Hosemann ,  Berlin, danken 
wir ffir seine anregenden und kritischen Diskussions- 
bemerkungen.  
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B e m e r k u n g  zu Die Gitterkomplexe der Ebenengruppen (Acta Cryst. A24, 57) (1968) und Kreispackungs- 
bedingungen in der Ebene (Acta Cryst. A24, 67) (1968). Von HANS BURZLAFE, WERNER FISCaZR und ERWIN 
HELLNER, Mineralogisches Institut der Universit?it Marburg, 355 Marburg/Lahn, Deutschhausstr. 10, Deutschland 

(Eingegangen am 27. Mai 1969) 

The authors' work on the lattice complexes of plane groups is related to the earlier publications of N. L. 
Smirnova and her co-workers. 

In den genannten Arbeiten wurde von uns versucht, den 
Gitterkomplexbegriff an den wesentlich leichter zu tiber- 
blickenden zweidimensionalen Ph~inomenen zu verdeutli- 
chen und eine Basis ftir die Behandlung entsprechender 
dreidimensionaler Probleme zu schaffen. In diesem Zu- 
sammenhang kam es uns einerseits darauf an, eine beschrei- 
bende Symbolik fi2r zweidimensionale Gitterkomplexe [ba- 
sierend auf Hermann (1960)] zu entwickeln und die Be- 
ziehungen zwischen verschiedenen Punktlagen bzw. Gitter- 
komplexen beim Abbau einer Ebenengruppe zu einer ihrer 
Untergruppen aufzuzeigen (Burzlaff, Fischer & Hellner, 
1968). Andererseits sollte an dem Problem der Kreis- 
packungen in dei Ebene veranschaulicht werden, wie durch 
konsequente Ausnutzung des Gitterkomplexbegriffs der 
Umfang einer entsprechenden Untersuchung wesentlich re- 
duziert werden kann (Fischer, 1968). Die Gitterkomplexe 
der Ebenengruppen wurden als bekannt vorausgesetzt, da 
sie als Analoga der Gitterkomplexe entsprechender Raum- 

gruppen yon hemimorphen Kristallklassen (P1, P2, Pm, 
Pc, Cm, Pmm2, Pma2, Pba2, Cmm2, P4, P4mm, P4bm, P3, 
P 3 m 11, P 31 m, P 6 und P 6mm) implizit in den lnternationalen 
Tabellen zur Bestimmung yon Kristallstrukturen (1935) ent- 
halten sind. 

Nach Erscheinen unserer Arbeiten wurden wir darauf 
aufmerksam gemacht, dass eine Tabelle der zweidimensio- 
nalen Gitterkomplexe entsprechend unserer Tabelle 1 
(Burzlaff, Fischer & Hellner, 1968)jedoch ohne beschrei- 
bende Symbolik der Gitterkomplexe bereits yon Smirnova 
& Poteshnova (1966) gegeben wurde. Ausserdem enthalten 
die Publikationen yon Smirnova und Mitarbeiterinnen eine 
bemerkenswerte Anwendung der zweidimensionalen Gitter- 
komplexe: Alle Gitterkomplexe bzw. Punktlagen nichtkubi- 
scher Raumgruppen lassen sich in eine Folge ebener Netze 
zerlegen (vgl. auch Sinogowitz, 1939) wie ffir das hexago- 
nale und das tetragonale System gezeigt wird (Smirnova & 
Volodina, 1964; Smirnova & Grekova, 1965; Smirnova & 


